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摘要: 以 Lorenz 系统为例，推导出集合平均所定义的完整动力方程( 均值方程) ，将初值的集合平均

问题作为一个广义的动力系统问题来进行研究; 对于双初值和多初值的均值方程，利用定性理论分

析了其吸引中心的位置和个数，并使用数值试验进行了验证，结果表明平均值的吸引子的结构与原

解的吸引子位置、数量和结构均有不同。对均值方程的特征矩阵分析表明，定点附近的稳定性与原

方程相同，而且特征方程所对应的特征值也与原方程相同。均值方程对应的相流散度为负值且数

值上与原系统相同，因此其在相空间中的体积收缩速度和原系统相同，最终趋向一个低纬曲面，均

值方程的这个性质使得 Lorenz 系统的集合平均解趋于一个吸引子。均值方程可以保持原方程的

耗散特性、吸引子特性，但稳定点位置和个数发生了变化，非定点处的 Jacobian 矩阵特征值与原系

统也有不同。简而言之，一旦使用了集合平均方法，那么集合数值解并不是原系统的解，仅保持了

原系统的部分特征，因而集合平均是否有效需要根据具体问题和其他外部限定条件才能确定。
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Abstract: Simultaneous ensemble mean equations for the Lorenz model( LEMEs) are obtained，enab-
ling us to analyze the properties of the ensemble mean from a dynamical point of view． The qualitative
analysis for the two-sample and N-sample LEMEs shows that the locations and number of stable points
are different from the Lorenz equations ( LEs ) ，and the results are validated by numerical experi-
ments． The analysis for the eigenmatrix of stable points of LEMEs indicates that the stability of these
stable points is similar to the Les'． The eigenmatrix for non-stable points can be obtained too，but the
eigenvalues depend not only on the value of the mean variable but also the other N － 1 sample
equation's variable，and thus for these points there may be different stabilities compared to the LEs'．
The divergence of the LEMEs' flow has a negative value，which is the same as the LEs'，and thus the



trajectory in phase space approaches zero and the trajectory will be attracted to a low-level dimension-
al curved surface，i． e． ，the LEMEs have the attractor property，but the structure of the attractor is not
the same as the LEs'． The emsemble mean method only keeps part of the original equations' proper-
ties，and thus whether the method is effective depends on the objective problem and other external re-
strictive conditions．
Key words: Lorenz equation; ensemble mean; stability; Jacobian matrix

0 引言

大气科学中的集合预报经历了随机动力预报、
Monte-Carlo 预报、滞后平均预报等几个阶段，逐步

发展到目前的业务化的集合预报和多模式集合预

报。Epstein( 1969 ) 首次明确地以预报大气模式不

确定性而引入随机动力预报的概念，他引入了一个

多维动力模型，求模式解的概率密度所满足的动力

方程; 为了简化运算，他引入一个近似，只预报概率

分布的一阶矩和二阶矩( 即均值和方差) 的概率分

布。Epstein( 1969 ) 对 Lorenz 方程试验了这样的近

似随机方程，使用 500 个样本计算，得出了集合预报

对几天内的预报效果有改进的结论。Leith ( 1974 )

提出了使用 n 个成员来制作集合预报的方法，他在

分析时没有采用模式变量，而是分析了偏差场，发现

如果使用 Monte-Carlo 方法( MCF) 产生的偏差场，集

合平均之后可以使预报结果缓慢地接近气候值，且

不需要进行回归运算，这样就可以用相对较少的集

合数来完成预报。Hoffman and Kalnay ( 1983 ) 提出

了使用滞后平均预报 ( LAF) 代替 Monte-Carlo 预报

的方案，他们的方法是除了取 t = 0 时刻的样本值

外，还用其他的一些等间隔时刻的样本参与运算，这

样就可以有一些实况的预报信息被后面的样本所利

用，结果表明 LAF 相比 Monte-Carlo 预报而言，预报

技巧有明显优势。
经过很多研究，现在集合预报已有成熟的业务化

预报方法，如: 繁殖法( Toth and Kalnay，1993) 、奇异向

量法( Palmer et al． ，1993; Molteni et al． ，1996) 、资料

同化 法 ( Houtekamer et al． ，1996 ) 、多 系 统 集 合 法
( Kalnay and Ham，1989; Fritsch et al． ，2000) 等。集合

预报的应用范围也很广，除了天气预报外，还包括月、
季、年际的预报、ENSO 事件的预报，以及其他一些气

候变化问题的研究( 蔡其发等，1999; 姜智娜等，2008;

郑飞等，2009; 段明铿等，2012; 康红文等，2012) 。
集合平均的数学基础是 Monte-Carlo 数值试验，

每一个积分过程都可视为非平衡统计物理中的准粒

子轨迹，从而使用大量积分来研究其概率密度分布
( 封国林和董文杰，2003 ) ，实际业务中也计算集合

预报中的多种统计量，如均值、方差、概率密度分布

等。本质上讲，集合预报的目的有三个: 一是通

过集合平均提高预报质量，二是加强预报的可靠性，

三是为概率预报提供定量指标。集合预报在天气预

报等领域有着广泛的应用，集合平均是最常用的方

案之一，它的特点是计算简单，数学含义明确，以往
的集合平均预报多从随机动力预报出发，着重研究

集合预报的天气预报实现方法和具体应用，它能否

用于减小混沌系统的预报误差仍是值得研究的问

题。Houtekamer and Derome ( 1994，1995 ) 在分析两
样本的集合预报时，使用了 3 变量的 Lorenz63 系统;

研究结果表明: 控制试验和两样本初值扰动的平均

预报本质上的区别源于非线性作用，因此，必须用非

线性的模型才能检测出集合平均预报的效果。An-
derson( 1997) 使用两个低阶的模型，研究了非线性

系统中约束型集合预报和非约束型集合预报的效

果，结果表明非约束型集合预报可以取得与设定约

束条件的集合预报相当的效果。
使用微分方程的定性理论在研究非线性动力系

统轨道的空间结构、混沌吸引子等方面取得了巨大

的成功，本文将从原始的非线性方程初值平均问题

出发，把它对应的均值方程系统及样本初值联合在
一起看作一个广义的微分动力系统，应用定性理论

分析此均值系统长期的动力学行为和性质，进而研

究均值系统的吸引子的结构，这对认识集合平均的

本质和变化规律具有重要意义。本文的安排如下:

第 1 节分析两个初值平均所得的 Lorenz 系统在相空

间中平均值方程的变化规律，运用定性理论计算其

稳定点( 简称为定点) ; 第 2 节分析 Lorenz 系统均值

方程稳定点附近的动力系统结构稳定性，指出均值
方程的特征值与解方程的全部特征值是对应的，只

是排列不同; 第 3 节将均值方程的理论拓展到 n 个

样本的情形; 第 4 节将均值方程的稳定点分析结果

拓展到一般的非线性方程中，并利用矩阵代数的知
识给出证明; 第 5 节为全文的总结和讨论。

1 Lorenz 方程的两初值点均值方程及
其稳定点
Lorenz( 1963 ) 通过定性分析和数值试验指出，

一个确定的非线性动力系统可以有非常复杂的解，

他所使用的 Lorenz63 方程被广泛用于混沌和可预

报性方面的研究。Lorenz63 方程可以写为
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dx
dt = － σx + σy，

dy
dt = rx － y － xz，

dz
dt = xy － bz











 。

( 1)

其中: σ、r、b 是 无 量 纲 常 数 ( 本 文 取 σ = 10，r =
28. 0，b = 8 /3) ; t 为无量纲时间。记基准值为( x，y，

z) ，基准值的初值为( x0，y0，z0 ) = ( 5，10，5) ，以两组

初值做集合平均为例，第一组记初值为 ( x01，y01，z01 )

= ( 5. 01，10，5) ，第二组初值为( x02，y02，z02 ) = ( 4. 99，

10，5) ，t 时刻的平均值为( 珋x，珋y，珋z ) ，则平均值的发展

方程( 称为均值方程) 满足:

dx1
dt = － σx1 + σy1，

dy1
dt = rx1 － y1 － x1 z1，

dz1
dt = x1y1 － bz1













;

( 2)

dx2
dt = － σx2 + σy2，

dy2
dt = rx2 － y2 － x2 z2，

dz2
dt = x2y2 － bz2











 。

( 3)

由于 珋x = 1
2 ( x1 + x2 ) ，珋y = 1

2 ( y1 + y2 ) ，珋z = 1
2 ( z1 +

z2 ) ，所以平均值对应的初值为:
1
2 ( x01 + x02 ) ，

1
2 ( y01

+ y02 ) ，
1
2 ( z01 + z02 ) 。联立方程组 ( 2 ) 和 ( 3 ) ，消去

( x2，y2，z2 ) ，可得方程组( 4) :

dx1
dt = － σx1 + σy1，

dy1
dt = rx1 － y1 － x1 z1，

dz1
dt = x1y1 － bz1，

d珋x
dt = － σ珋x + σ珋y，

d珋y
dt = r珋x － 珋y － 1

2 ( 2珋x － x1 ) ( 2珋z － z1 ) － 1
2 x1 z1，

d珋z
dt = 1

2 ( 2珋x － x1 ) ( 2珋y － y1 ) + 1
2 x1y1 － b珋z



















 。

( 4)

共 6 个变量，有 6 个方程，可求得( x1，y1，z1，珋x，珋y，珋z )
的解。方程组( 4) 完整地描述了平均值对应的发展

规律。
对于方程组( 4) ，可研究其稳定点问题，即求解
0 = － σx1 + σy1，
0 = rx1 － y1 － x1 z1，
0 = x1y1 － bz1，
0 = － σ珋x + σ珋y，

0 = r珋x － 珋y － 1
2 ( 2珋x － x1 ) ( 2珋z － z1 ) － 1

2 x1 z1，

0 = 1
2 ( 2珋x － x1 ) ( 2珋y － y1 ) + 1

2 x1y1 － b珋z













 。

这个方程组比较特殊，它的前 3 个方程是独立的，而
后 3 个方程受前 3 个方程解的影响，因此可以先求
出前 3 个方程的解，再求后 3 个方程的解，具体解
如下。

x1 = 0，y1 = 0，z1 = 0 时，有 3 组解:

珋x = 0
珋y = 0
珋z =

{
0

，

珋x = 1
2 b ( r － 1槡 )

珋y = 1
2 b ( r － 1槡 )

珋z = 1
2 ( r － 1













)

，

珋x = － 1
2 b ( r － 1槡 )

珋y = － 1
2 b ( r － 1槡 )

珋z = 1
2 ( r － 1













)

。

当

x1 = b ( r － 1槡 )

y1 = b ( r － 1槡 )
z1 = r

{
－ 1

时，有 3 组解:

珋x = 0
珋y = 0
珋z = r －

{
1

，

珋x = 1
2 b ( r － 1槡 )

珋y = 1
2 b ( r － 1槡 )

珋z = 1
2 ( r － 1













)

( 重根) ，

珋x = b ( r － 1槡 )

珋y = b ( r － 1槡 )
珋z = ( r － 1

{
)

。

当

x1 = － b( r － 1槡 )

y1 = － b( r － 1槡 )
z1 = r

{
－ 1

时，有另外 3 组解:

珋x = 0
珋y = 0
珋z = r －

{
1

( 重根) ，

珋x = － 1
2 b ( r － 1槡 )

珋y = － 1
2 b ( r － 1槡 )

珋z = 1
2 ( r － 1













)

( 重根) ，

珋x = － b ( r － 1槡 )

珋y = － b ( r － 1槡 )
珋z = ( r － 1

{
)

。
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当不考虑 x1，y1，z1 的位置，只考虑( 珋x，珋y，珋z) 的吸

引中心，可以发现均值的吸引子的中心有 6 个( 9 个

解中去掉 3 个重合的中心点) ，分别为:

珋x = 0
珋y = 0
珋z =

{
0

，

珋x = 1
2 b( r － 1槡 )

珋y = 1
2 b( r － 1槡 )

珋z = 1
2 ( r － 1











 )

，

珋x = － 1
2 b( r － 1槡 )

珋y = － 1
2 b( r － 1槡 )

珋z = 1
2 ( r － 1











 )

，

珋x = 0
珋y = 0
珋z = r －

{
1
，
珋x = b( r － 1槡 )

珋y = b( r － 1槡 )

珋z = ( r － 1
{

)

，
珋x = － b( r － 1槡 )

珋y = － b( r － 1槡 )

珋z = ( r － 1
{

)

。

若只研究 珋x，珋y 的二维图形，不考虑 珋z 的变化( 即

均值( 珋x，珋y，珋z) 在( 珋x，珋y) 平面上的投影) 则为 5 个中心

区(
珋x = 0
珋y = 0
珋z

{
= 0

与

珋x = 0
珋y = 0
珋z = r

{
－ 1

投影后重合) ，这与原方程解

的吸引子中心在位置和数量上是不同的( 原方程解

的定点个数为 3) 。

图 1 方程组( 4) 在初值为( x01，y01，z01 ) = ( 5. 01，10，5) 、( x0，y0，z0 ) = ( 5，10，5) 计算到 t = 100 时刻所

得的数值解 a． 均值( 珋x，珋y) 的二维图像; b． 解( x，y) 的二维图像

Fig． 1 The solution of Equations ( 4 ) for time t = 0 － 100 with the initial condition ( x01，y01，z01 ) =

( 5. 01，10，5) and ( x0，y0，z0 ) = ( 5，10，5 ) ( The red dashed circle indicates the location of the
stable points) a． the projection of the mean value ( 珋x，珋y，珋z) in ( 珋x，珋y) plane; b． the projection
of the variable ( x，y，z) in ( x，y) plane

图 1a 为通过数值试验得到的均值 ( 珋x，珋y，珋z ) 在

( 珋x，珋y) 平面上的投影，可见曲线分布较为复杂，虚线

标出了得到的 5 个中心区，与图 1b 中 ( x，y，z ) 在

( x，y) 平面上的投影明显不同，图 1b 中的中心区域

明显为 3 个，均值的图像中除了中心区的位置和数

量不同外，轨迹的分布形式也更为复杂。

2 均值方程定点附近的稳定性分析

方程组( 4) 一共有 9 个平衡点，知道了这些平

衡点后，就可以用经典的微分方程理论分析方程组

( 4) 在平衡点附近的变化趋势。对方程组( 4 ) 在定

点附近做小参数展开，略去高阶项得

dx'1
dt = － σx'1 + σy'1，

dy'1
dt = rx'1 － y'1 － x'1 z1 － x1 z'1，

dz'1
dt = x'1y1 + x1y'1 － bz'1，

d珋x'
dt = － σ珋x' + σ珋y'，

d珋y'
dt = r珋x' － 珋y' － 2珋x珋z' － 2珋x'珋z + x'1珋z + x1珋z' +

珋x'z1 + 珋xz'1 － x'1 z1 － x1 z'1，

d珋z'
dt = 2珋x珋y' + 2珋x'珋y － x'1珋y － x1珋y' － 珋x'y1 －

珋xy'1 + x'1y1 + x1y'1 － b珋z'

























。

( 5)

它的线性化矩阵为:
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－ σ σ 0 0 0 0
( r － z1 ) － 1 － x1 0 0 0

y1 x1 － b 0 0 0
0 0 0 － σ σ 0
珋z － z1 0 珋x － x1 ( r + z1 － 2珋z) － 1 ( － 2珋x + x1 )

y1 － 珋y x1 － 珋x 0 ( 2珋y － y1 ) ( 2珋x － x1 )

















－ b

。 ( 6)

利用( 6) 式首先可分析定点附近的稳定性。
当 x1 = 0，y1 = 0，z1 = 0，珋x = 0，珋y = 0，珋z = 0 时，线

性化矩阵( 6) 式变为:

－ σ σ 0 0 0 0
r － 1 0 0 0 0
0 0 － b 0 0 0
0 0 0 － σ σ 0
0 0 0 r － 1 0
0 0 0 0 0

















－ b

，

它的特征值为 λ，特征方程为: ( λ + b ) 2［λ2 +
( σ + 1) λ + σ( 1 － r) ］2 = 0。特征方程的解为:

λ1 = － b，

λ2，3 = － ( σ + 1) ± ( σ + 1) 2 + 4σ( r － 1槡 )
2 ，

λ4 = － b，

λ5，6 = － ( σ + 1) ± ( σ + 1) 2 + 4σ( r － 1槡 )
2 。

当 r ＜ 1 时，是稳定吸引点; 当 r = 1 时，为分叉

点的; 当 r ＞ 1 时，原点变为不稳定鞍点，同时出现新

的平衡态。

当 解 取 为 第 二 组

x1 = 0
y1 = 0
z1

{
= 0

且

珋x = 1
2 b ( r － 1槡 )

珋y = 1
2 b ( r － 1槡 )

珋z = 1
2 ( r － 1











 )

时，线性化矩阵( 6) 式变为:

－ σ σ 0 0 0 0
r － 1 0 0 0 0
0 0 － b 0 0 0
0 0 0 － σ σ 0

( r － 1) /2 0 b ( r － 1槡 ) /2 1 － 1 － b ( r － 1槡 )

－ b ( r － 1槡 ) /2 － b ( r － 1槡 ) /2 0 b ( r － 1槡 ) b ( r － 1槡 )

















－ b

。( 7)

它的特征方程为:

［λ3 + ( σ + b + 1) λ2 + ( r + σ) bλ + 2σb ( r －
1) ］( λ + b) ［λ2 + ( σ + 1) λ + σ( 1 － r) ］ = 0。

( 8)

当第三组解

x1 = 0
y1 = 0
z1

{
= 0

且

珋x = － b ( r － 1槡 ) /2

珋y = － b ( r － 1槡 ) /2
珋z = ( r － 1) /

{
2

时，线 性

化矩阵( 6) 式变为:
－ σ σ 0 0 0 0
r － 1 0 0 0 0
0 0 － b 0 0 0
0 0 0 － σ σ 0

( r － 1) /2 0 － b ( r － 1槡 ) /2 1 － 1 b ( r － 1槡 )

b ( r － 1槡 ) /2 b ( r － 1槡 ) /2 0 － b ( r － 1槡 ) － b ( r － 1槡 )

















－ b

。( 9)

它的特征方程为:
［λ3 + ( σ + b + 1) λ2 + ( r + σ) bλ + 2σb ( r －

1) ］( λ + b) ［λ2 + ( σ + 1) λ + σ( 1 － r) ］ = 0。
( 10)

对其他的 6 组解，重复这个过程可以发现: 虽然
线性化矩阵的阶数为 6，但在定点处矩阵( 6) 特征根

的值与 Lorenz 方程的特征值是一样的。在进行稳
定性分析时，关注的是复数根中实部的正负号问题，

以确定系统是渐近稳定还是发散，因此关于 Lorenz
方程中 r 的取值范围，经典分析也适用于这个均值
方程。即当 1 ＜ r ＜ 24. 74 时，有稳定的平衡态，当 r
＞ 24. 74 时为混沌状态。

实际上，特征矩阵 ( 6 ) 式对应的特征值问题的
解表征了局部的轨道是发散还是收敛，可见均值系
统的特征值除了与均值点的位置有关外，还受到其
他集合解位置的影响，这是与单解不同的地方。
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3 多初值点的均值方程及其特性

现将 2 个初值的情形拓展到 n 个初值的情形，

每个初值对应的解满足:
dxi

dt = － σxi + σyi，

dyi

dt = rxi － yi － xi z i，

dz i
dt = xiyi － bz i











 。

( 11)

其中: i 的取值为 1≤i≤n; 初值为( x0i ，y
0
i ，z

0
i ) 。对方

程组 ( 11 ) 中的 3 个方程，做变量替换 xn = n珋x －

∑
n－1

i = 1
xi，yn = n珋y －∑

n－1

i = 1
yi，zn = n珋z －∑

n－1

i = 1
z i ，可以将( 11)

式化为一个以 x1，x2，…，xn － 1，珋x，y1，y2，…，yn － 1，珋y，z1，
z2，…，z n － 1，珋z 为变量的动力系统。可以证明，此均值

系统的定点满足:

珋x = 1
n∑

n

i = 1
Xk

i

珋y = 1
n∑

n

i = 1
Yk

i

珋z = 1
n∑

n

i = 1
Z











 k

i

，其中 Xk
i ，Y

k
i ，Z

k
i 为

方程组( 1) 的第 k 个稳定点，1≤k≤3。即均值的稳
定点为( 1) 式的稳定点的不同排列相加再除以 n，最
多有 3n 个稳定点 ( 包含重根) ，更为详细的证明和
稳定性的讨论见第 4 节。

( 11) 式中变量替换后的 3 个方程为
d珋x
dt = － σ珋x + σ珋y，

d珋y
dt = r珋x － 珋y － 1

n n珋x －∑
n－1

i = 1
x( )i n珋z －∑

n－1

i = 1
z( )i －

1
n∑

n－1

i = 1
xi z i，

d珋z
dt = 1

n n珋x －∑
n－1

i = 1
x( )i n珋y －∑

n－1

i = 1
y( )i +

1
n∑

n－1

i = 1
xiyi － b珋z

















 。

( 12)

对( 11) 式整个系统求散度，易知散度为 － n( σ
+ 1 + b ) ，因此均值系统的散度为负值，系统的相体

积也是逐渐减小的，这与 Lorenz 系统的散度特性是
一致的。此外，还可以仿照王鹏飞等( 2012) 的方法
对此 均 值 系 统 证 明 其 吸 引 子 的 存 在 性，这 也 与
Lorenz 系统的吸引性质是一致的。

综合第 1、2、3 节的研究可见，Lorenz 方程的均
值系统在稳定点的个数、位置、局部 Jacobian 行列式
特征值等性质上与 Lorenz 系统是有差别的，但在耗

散性、吸引子存在性等方面是一致的。

4 一般均值方程的平衡点及其附近的
稳定性问题

含 m 个变量的常微分系统写为:
dx1
dt = F1 ( x1，x2，…，xm ) ，

dx2
dt = F2 ( x1，x2，…，xm ) ，


dxm

dt = Fm ( x1，x2，…，xm













 ) 。

( 13)

其中 Fj ( x1，x2，…，xm ) 为函数。方程组( 13 ) 对应的
定点问题为:

0 = F1 ( x1，x2，…，xm ) ，

0 = F2 ( x1，x2，…，xm ) ，


0 = Fm ( x1，x2，…，xm










) 。

( 14)

设求解方程组( 14) 得到的稳定点为 K 个，其中第 k
个稳定点记为 Xk = ( Xk

1，Xk
2，…，Xk

m ) ，以 xj，i表示 j 号
变量的第 i 组初值对应的解。方程组( 13) 对应的均
值方程为:

dx1，1

dt = F1 ( x1，1，x2，1，…，xm，1 ) ，

dx2，1

dt = F2 ( x1，1，x2，1，…，xm，1 ) ，


dxm，1

dt = Fm ( x1，1，x2，1，…，xm，1 ) ，

dx1，2

dt = F1 ( x1，2，x2，2，…，xm，2 ) ，

dx2，2

dt = F2 ( x1，2，x2，2，…，xm，2 ) ，


dxm，2

dt = Fm ( x1，2，x2，2，…，xm，2 ) ，


dx1，n

dt = F1 ( x1，n，x2，n，…，xm，n ) ，

dx2，n

dt = F2 ( x1，n，x2，n，…，xm，n ) ，


dxm，n

dt = Fm ( x1，n，x2，n，…，xm，n



































 ) 。

( 15)
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其中最后 m 个方程可以用( x1，x2，…，xm ) 来替换掉

变量( x1，n，x2，n，…，xm，n ) ，方程组( 15) 对应的定点问

题为:

0 = F1 ( x1，1，x2，1，…，xm，1 ) ，

0 = F2 ( x1，1，x2，1，…，xm，1 ) ，



0 = Fm ( x1，1，x2，1，…，xm，1 ) ，

0 = F1 ( x1，2，x2，2，…，xm，2 ) ，

0 = F2 ( x1，2，x2，2，…，xm，2 ) ，



0 = Fm ( x1，2，x2，2，…，xm，2 ) ，



0 = F1 ( x1，n，x2，n，…，xm，n ) ，

0 = F2 ( x1，n，x2，n，…，xm，n ) ，



0 = Fm ( x1，n，x2，n，…，xm，n





























) 。

( 16)

可以看出方程组( 16) 中每 m 个方程构成的方

程组同方程组( 14 ) ，因此( x1，i，x2，i，…，xm，i ) 的定点

个数也为 K 个，且与方程组( 14) 的解相同。

对方程组( 16 ) 中的后 m 个方程，做变量替换

xj，n = n xj －∑
n－1

i = 1
xj，i ，化为:

0 = F1 ( x1，n，x2，n，…，xm，n ) ，

0 = F2 ( x1，n，x2，n，…，xm，n ) ，



0 = Fm ( x1，n，x2，n，…，xm，n













) 。

( 17)

可见方程组( 17) 同方程组( 14 ) ，因此( x1，n，x2，n，…，

xm，n ) 的定点个数也为 K 个，且与方程组( 14) 的解相

同。对于( x1，n，x2，n，…，xm，n ) 的第 k 个定点有如下

关系:

Xk
1 = n x1 －∑

n－1

i = 1
x1，i，

Xk
2 = n x2 －∑

n－1

i = 1
x2，i，



Xk
m = n xm －∑

n－1

i = 1
xm，i













 。

其中: 1≤k≤K ; 而( x1，i，x2，i，…，xm，i ) 可以为 K 个定

点中的任意一个，所以，

x1 =
Xk

1 +∑
n－1

i = 1
x1，( )i

n ，

x2 =
Xk

2 +∑
n－1

i = 1
x2，( )i

n ，



xm =
Xk

m +∑
n－1

i = 1
xm，( )i

n

















 。

即均值的稳定点为方程组( 14 ) 的稳定点的排列组

合相加再除以 n，最多有 Kn 个稳定点( 可能包含重

根) 。
知道了均值的稳定点之后，根据动力系统稳定

性的理论( 刘秉正和彭建华，2004 ) ，只要研究方程

组( 15) 的线性化系统的特征值问题，就能知道均值

系统在稳定点附近的性质。
对应方程组( 13) 的线性化系数矩阵为:

A =

a11 … a1m

  
am1 … a









mm

。 ( 18)

其中: alj =
Fl

xj
( 即每个位置给出一套 al，j，这里只考

虑 1 阶线性化的情形。) 而对于均值方程组( 15) ，线

性化系数矩阵为
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C =

a11，1 … a1m，1

  
am1，1 … amm，1

0 … 0
  
0 … 0

0 … 0
  
0 … 0

0 … 0
  
0 … 0

0 … 0
  
0 … 0

a11，2 … a1m，2

  
am1，2 … amm，2

0 … 0
  
0 … 0

0 … 0
  
0 … 0

0 … 0
  
0 … 0

0 … 0
  
0 … 0

a11，i … a1m，i

  
am1，i … amm，i

0 … 0
  
0 … 0

0 … 0
  
0 … 0

0 … 0
  
0 … 0

0 … 0
  
0 … 0

a11，n … a1m，n

  
am1，n … amm，







































n

。 ( 19)

其中: alj，i =
Fl

xj
。记 Ai =

a11，i … a1m，i

  
am1，i … amm，









i

，Ai 对应

的行列式的值为 |Ai | =

a11，i … a1m，i

  
am1，i … amm，i

。

由线性代数的知识可知，( 19 ) 式对应的行列式

的值为: det( C) = ∏
n

i = 1
det( Ai ) 。使用变量替换:

xj，n = n xj －∑
n－1

i = 1
xj，i ，且利用 alj，n =

Fl

xj
( x1，n，x2，n，…，

xm，n ) ，可以把 An =

a11，n … a1m，n

  
am1，n … amm，









n

化为使用xj 为

基的矩阵，记为 B =

b11 … b1m

  
bm1 … b









mm

( 变换后，矩阵

C 中的后 m 行的值都发生了变化，但是只有 B 区的

值会影响行列式的值) 。
矩阵( 18) 对应的特征值满足方程: det( λI － A)

= 0。对于每个定点，将得到一组特征值 λ = ( λ1，

λ2，…，λm ) ，共有 K 组。均值方程的特征值方程可

化为:

det( λI － B)∏
n－1

i = 1
( λI － Ai ) = 0。

而 det( λI －B) =0 得到的 m 组特征值为 det( λI －A)

=0 得到的 K 组特征值的另一个排列，因此并没有

产生新的特征值，且最大的特征值 λmax 也相同。因

此，对于矩阵( 18) 中各参数的取值而引起的平衡点

附近稳定性的结果，也适用于均值方程。

5 小结

定性理论分析表明，2 个初值 Lorenz 系统的均

值方程共有 9 个平衡点，如果只考虑均值的定点位

置( 不考虑解的定点位置) ，那么均值的平衡点为 6
个。将 2 个初值的集合平均拓展到 n 个初值平均

后，理论上总的平衡点为 3n 个，但其中有较多重复

的稳定点。
通过分析一般均值方程的特征矩阵，得到了一

般均值系统中相应的稳定点和平衡态性质与原动力

系统的稳定点和平衡态性质的关系。结果表明，稳

定点附近均值方程对应的特征方程并没有引入与原

方程不同的特征值，只是在排列顺序上有所不同，因

此原方程的稳定性分析和判据也适用于均值方程。
而非平衡点附近的稳定性除了与均值本身的数值有

关外，还与参与集合计算的其他样本的数值有关。
将均值方程看作一个广义的微分动力系统来进

行研究的好处是明显的，这样可以将全部的研究动

力系统的理论、方法和工具直接用于集合平均的研

究和分析，这对认识集合平均的特性是有意义的。
本研究得到了 Lorenz 系统均值方程的平衡点、稳定

性判据、吸引性质等以前未被集合平均理论所描述

的一些性质，其结果可以加深对集合平均作用的理

解，例如: 集合平均是保持了原解的哪些性质，这是

有益于计算的; 引入了哪些原解不具备的性质，这一

般是混淆原解的，是不利于数值计算和预报分析的。
在使用均值方程研究集合平均系统的时候，

Wang ( 2013) 还证明了 Lyaponov 指数不变性; 且集

合平均不能保证 t→∞时的平均解收敛于真解，特别

是解的概率分布形式发生了变化，这些问题将另文

探讨。
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